RELACIONES ENTRE CONEXIDADES GRAFICAS Y TOPOLOGICAS

por
TERESA HOEKSTRA

Aqui veremos ciertos aspectos de la relacion entre gréficas y
topologia desde el punto de vista categorico. A partir de una grafica
dirigida podemos definir una topologia para el conjunto de sus vértices
de modo que el espacio que se obtiene resulta ser de Alexandroff; y
viceversa: a partir de un espacio topoldgico podemos definir una gréafica
dirigida que resulta ser un conjunto preordenado. Existe una relaciéon
entre los subconjuntos conexos de un espacio topologico y las
subgréficas conexas de la gréafica correspondiente. Se presuponen
conocimientos elementales de Topologia, Teoria de las graficas y
Teoria de las categorias.

Sea &rta la categoria que consta de todas las graficas dirigidas y de todas las
funciones compatibles entre ellas. Denotaremos a una grafica dirigida por (X,«) donde X
es el conjunto subyacente y « la estructura de digrafica, i.e. « < X x X. A los elementos
de « los llamaremos flechas; (x,y) € a también lo expresaremos escribiendo xay. Dadas
dos gréficas dirigidas (X,a), (Y, ), una funcion

f: (Xa) - (Y,B)

es compatible si, y solo si, para cualesquiera Xo,x1 € X vale:

Xo0X1 = f(Xo)ﬁf(Xl)
Podemos notar que la categoria PBros que consta de los conjuntos preordenados y de
las funciones monotonas entre ellos, es una subcategoria de &ta. A un PBros-objeto lo
podemos ver como una digréafica transitiva con todos los bucles o lazos; en ella (x,y) va
a ser una flecha siy solo si x < y. Los &ra-morfismos o funciones compatibles son
funciones monétonas generalizadas ya que mandan flechas en flechas.

Un espacio topoldgico (X,7) es de Alexandroff o casi discreto sien él la
interseccion arbitraria de abiertos es abierta. Denotaremos por €D%op a la subcategoria
de Top que consta de los espacios de Alexandroff y de las funciones continuas entre
ellos. Decimos que un espacio topoldgico es Tp si todo punto es la interseccion de un
abierto y un cerrado.

A partir de cualquier digrafica vamos a definir para su conjunto de vértices una
topologia que resulta ser de Alexandroff. Y viceversa: dado cualquier espacio topoldgico
vamos a definir una relacion binaria en su conjunto subyacente que resulta ser un
preorden.

Vamos a considerar dos funtores.

& : Top - Bra que, para los objetos asocia a cada espacio topoldgico (X,z) una
digréfica (X, a.) donde, para todo (x,z) € X x X se tiene:

X2 [(Ze UAU € 1) > x e U]
Si Top((X,7),(Y,0)) denota al conjunto de funciones continuas de dominio (X,z) y



codominio (Y,0), y &ta((A a),(B,£)) al conjunto de funciones compatibles de dominio
(A,a) y codominio (B, ), entonces la regla inducida por & para los morfismos viene
dada por:

Top((X,7),(Y,0)) - &ra((X,a.),(Y,0s))
f o f

No es dificil comprobar que esta regla esta bien definida; es decir que siendo
f: (X,7) = (Y,0) una funcidn continua, resulta ser compatible la funcion
f: Xoa:) - (Y,00).

Por otra parte el funtor ¥ : &ta — Top se define en los objetos como la regla que a
toda digrafica (X,a) la asocia con el espacio topoldgico (X,z,), donde para todo U < X
se tiene:

Uer, & [(ze UAXaz) = x € U]
En los morfismos la regla inducida por ¥ viene dada por:

Gra((X,a),(Y,B)) - FTop((X,74),(Y,78))
f - f

No es dificil comprobar que esta regla esta bien definida; es decir que siendo
f: (X a) - (Y,B) una funcion compatible, resulta ser continua la funcion
f: (X)) > (Y,7p).

Para todo conjunto X, &ta[X] denotara al conjunto de &ra-estructuras para X. Del
mismo modo, Top[X] denotara al conjunto de topologias para X. Puesto que ademas de
estas dos trabajaremos con otras categorias concretas K, convendremos en denotar por
K[X] al conjunto de K-estructuras de que puede quedar dotado el conjunto X.

Proposicion  Paratoda a € &ta[X], (X,7,) €S un espacio de Alexandroff.

Demostracion Sean U, abiertos de 7, para todo 1 € A. TOmense

xen U, Ayoax
AeA
Entonces paratoda /. € A,y € U,. Esto quiere decir que y pertenece a la interseccion
arbitraria de abiertos por lo que tenemos que T(X,a) es Alexandroff.

Proposiciéon Paratoda r € Top[X], (X,a.) €S un conjunto preordenado.

Demostracion Como para toda x € X es x € {x}, tenemos que para toda x € X es
Xa.X. Sean x,y,z € X tales que Xa.yy ya.z. Sea U € rtal que z € U. Entoncesy € U lo
cual implica que x € U por lo que tenemos x € {z} y por lo tanto xa.zn

Proposicion  Sif: (X,7) - (Y,0) es continua entonces f : (X,<; ) - (Y,<, ) es
mornotona. Si g : (X,a) - (Y,f) es compatible entonces g : (X,z,) - (Y, 75) es continua.

Demostracion  Supongamos primero que f : (X,7) - (Y,o) es continua y sean
X <. y. Entonces x € U para todo U € rtal quey € U. Ahora sea U € ¢ tal que f(y) € U.
Luego como f es continua f-1(U) es abierto y contiene a 'y, y como x < y tenemos que
f-1(U) contiene a x, lo cual implica que f(x) € U para todo U e ¢ tal que f(y) € U. Por lo
tanto f(x) € {f(y)} y f(x) <, f(y).

Ahora supongamos que g es compatible y sea U € 5. Sea

x € g71(U) y yax. Entonces g(y)pf(x) lo que implica g(y) € U por lo que tenemos
y € g1(U) y por lo tanto g*(U) € 7, y g es continua.n

Proposicidbn  Un espacio topoldgico (X,z) es T siy solo si &((X,7)) € Pos.




Demostracion  Supongamos que (X,7) es Tp y sean x,y € Xtalesque x <, yy
y <; X. Si suponemos que X # Yy entonces como (X,z) es Ty, existe U € rtalquex e Uy
y ¢ U pero esto es un contradiccion ya que

y<ex=ye X
lo cual quiere decir que paratodo U € rtalque x € U,UN<y; = 0. Porlotantox =yy
(X,<; ) € Pos.
Para la otra implicacion supongamos que &((X,7)) € Pos y sean

X # y. Supongamos que todo abierto de x contiene a y y que todo abierto de y contiene a
X. Esto implica que x <; yy y <, X pero esto es una contradiccion ya que X # yy
B((X,7)) € Pos. Por lo tanto (X,7) es To.o

Proposicion  ¥((X,<)) es To siy s0lo si (X,<) € Pos.

Demostracion Supongamos que (X,<) € Pos. Sean x + y en X. Entonces existe
un abierto de x que no contiene a y (0 viceversa) ya que si todo abierto de x intersecta a
{y} y todo abierto de y intersecta a {x} tendriamos que x <yyy < xlo cual es una
contradiccion ya que X # Yy (X,<) € Pos.

Ahora supongamos que T((X,<)) es To. Sean x,y € X tales que

X <yyy < x. Suponiendo que x # y existiria un abierto de x que no contiene ay ( o
viceversa) lo cual es una contradiccion ya que x <yyy < x. Por lo tanto X = y.g

Proposicion  Si (X,<) € Pos entonces T((X,<)) es Tp.

Demostracion Seax e XyseaU = {y € X | y < x}. Claramente U es un abierto
gue contiene a x. AhoraseaV = {ze X | x < z;. Como (X,<) € Pos tenemos que
UNV = {x}. Falta ver que V es cerrado. Tomemos X-Vyw e X-V. Si tomamos

W=<{ve X | vIw}

claramente W es un abierto que contiene a w. Seay € Wy supongamos que y € V.
Comoy < wy x < yesto implicaria x < w lo cual es una contradiccion ya que w ¢ V. Por
lo tanto W< X-Vy V es cerrado.q

Podemos notar que la implicacion analoga no es cierta. Si &((X,7)) € Pos entonces
(X,7) no necesariamente es Tp , ya que esto se reduce a que ser Tp implica ser Tp lo
cual es falso, pues la propiedad de ser Tp esta entre To y T1. Veamos un ejemplo de un
espacio topoldgico que es To pero no es Tp, 0 bien un espacio tal que &((X,7)) € Pos
pero que no es Tp. Consideremos X = R con conjuntos cerrados los unitarios disntintos
de cero y las uniones finitas de ellos. En otras palabras los conjuntos cerrados son de la
forma {X1,X2,...,Xn} cOn x; = Oparai = 1,...,ny n € N. Entonces si tomamos dos
puntos distintos X,y € X al menos uno de los dos es distinto de cero. Supongamos que
x # 0. Luego como x es cerrado, X — {x} es un abierto que contiene a y pero no a x. Por
lo tanto el espacio es To. Ahora como la cerradura del O es X, si queremos que x sea la
interseccion de un abierto con un cerrado, como el Unico cerrado que lo contiene es X,
tendria que ser {x} N X = {x}. Pero entonces x deberia ser abierto lo cual es una
contradiccion ya que X — {x} no es finito. Por lo tanto el espacio no es Tp.

Para que se cumpla la implicacion debemos de pedirle alguna condicién a X.

Lema Si X es un conjunto finito y &((X,7)) € Pos entonces (X,7) es Tp.

Demostracion Como X es finito, su conjunto potencia, P(X), es finito por lo que las
intersecciones arbitrarias de abiertos de 7 son finitas y (X,7) es Alexandroff. Entonces
T(B((X,7))) = (X,7) y por la proposicién anterior, tenemos que (X,7) es Tp.g

Proposicion  Dado (X, o) espacio topoldgico, en (X,z<, ) todo abierto es la unién de



intersecciones arbitrarias de abiertos de o.
Demostraciéon Sean, U un abierto no vacio de z<, y Xo € U. Sea

Uy, =N{Veo | X €V}
Afirmamos que Uy, < U. Seay € Uy,. Entonces
XeVAVeo)=>yeV

Esto quiere decir que y <, Xo. Por lo tanto, como U € 7, tenemos que y € U.
Concluimos que Uy, < U, por lo que también
U UxcUu
xeU
Si x € U claramente x € Uy. Por lo tanto
U Ux=U
xeU
Proposicibn  Dada (X, «) una digréfica, si (x,y) €<;, entonces existe una
xy-trayectoria en (X, a).
Demostracion Sea (x,y) €<., . Entonces x € {y}, esto es x € U para todo U < 7,
tal que y € U. Sea

Vy = {z € X | 3 una zy - trayectoria dirigida en a de longitud n = 0,1,2... }

En particular tenemos que y € Vy paratoday € Xy ademas Vy e 7, yaquesize Vyy
(w,y) € a entonces claramente también w € Vy. Por lo tanto x € Vy.g

Teorema Dado un espacio topoldgico (X, 7), tenemos que (X,7) = T(B((X,7)))
si y solo si (X,7) es un espacio de Alexandroff.

Demostraciéon  Si (X,7) = T(&B((X,7))), por la primera proposicion (X,z) es de
Alexandroff. Ahora supongamos que (X,7) es Alexandroff y sea (X,0) = T(&((X,7))).
Probaremos que r = 0. SeaU € ty x € U. Entonces y <; X = y € U. Si hacemos

V=<_ve X | V< X}

entoncesx e V,Veogysize Ventoncesze U, porloqueV < UyU € ¢. Concluimos
gue r < 0. Ahora sea A € o y X € A. Consideremos

W=n{Ber | xe B}

Por ser (X,7) Alexandroff tenemos que W € 7y claramente x € W. Falta ver que W < A.
Seaw e W, entonces w <, xy por lo tanto w € A. Concluimos que 7 = 0.

Teorema Para una digréfica dada (X,a) tenemos que (X,a) = &(T((X,a))) siy
sélo si (X,a) € Pros.

Demostracion  Si (X,a) = &(T((X,a))) tenemos, por la segunda proposicion,
(X,a) € Pros. Ahora supongamos que (X,a) € Pros. Sea (X, B) = &(T((X,a))). Sean
(X,y) € a. Entonces x € U para todo U € 7, tal que y € U. Pero esto quiere decir que
y € {x} y por lo tanto (x,y) € . Ahora sea (x,y) € f. Entonces, por la proposicion
anterior, existe una xy-trayectoria en (X,a), y como « es preorden, por la transitividad
esto implica que (X,y) € a. Por lo tanto a = .o

En otras palabras lo que nos dicen estos Ultimos teoremas y proposiciones es que
(X,<;, ) es el minimo conjunto preordenado que contiene a la digrafica (X,a) o bien es
la digréfica que se obtiene al afiadirle todos los bucles a (X,a) y todas las flechas
necesarias y suficientes para que o sea transitiva. Asi mismo 7, es la minima €¢9%op-
estructura para X que contiene a o, 0 bien es el espacio topologico que se obtiene a



partir de (X,0) al agregarle a o las intersecciones arbitrarias de abiertos.

Teorema (X,7<, ) es el €D%op-correflector de (X, 0).

Demostraciéon Se sabe que (X,z<, ) €s un espacio cas discreto; veamos que es
continua la identidad 1x : (X,z<, ) - (X,0). Sea U € ¢. Hay que probar que U € 7., . Sea
x e Uyseay <, x. Entonces y € U. Quiere decir que U satisface la condicion de
pertenencia a z<, . Concluimos que 1x es continua. Ahora supongase que (W, w) es casi
discretoy que f : (W,w) - (X,0) es un Top-morfismo. Hay que probar que existe una
Gnica funcién continua g : (W,w) - (X, 1<, ) tal que f = 1xog. Proponemos como g a la
funcion f : (W,w) - (X,z<, ). Claramente f = 1xof. Falta ver que esta f es continua.
Sabemos que es continua la funcion

f: (Wo)-> (Xo)

Por una proposicion anterior tenemos que es monaotona la funcion

fr(W<,)->X<,)
Por lo tanto es continua la funcion

frWre, ) > Xs,)
Como (W, w) € €D%op tenemos que (W,z<, ) = (W,w) por lo que podemos afirmar que
es continua la funcion

f: Wo)-> X<, )
Por ultimo falta ver que esta funcion es Unica. Supongamos que existe otra funcion g
con las mismas propiedades. Entonces f = 1xof = 1xog. Sea x € X,

f) = Ix(f(x)) = 1x(9(¥)) = 9g(x)
Por lo tanto g tiene la misma regla de correspondencia que fy, segun se ha supuesto,
tiene el mismo dominio y codominio. Por lo tanto f = g.o
Teorema (X,<, ) es el Pros-reflector de la digrafica (X, a).

Demostracion Se sabe que (X,<;, ) e€s un conjunto preordenado; veamos que es
compatible la identidad 1x : (X,a) - (X,<,, ). Sea (X,y) € a. Hay que probar que x <., .

Tenemos que para todo U € 7, tal que y € U tenemos que x € U. Esto quiere decir que
vale la implicacion

(yeUAUerg)=>xelU
lo cual es equivalente a que x <,, y; por lo tanto 1x es compatible. Ahora supdngase que

(W,x) es un conjunto preordenado y que f : (X,a) - (W,x) es un &ra-morfismo. Hay
que probar que existe una unica funcion monoétona g : (X,<;, ) - (W,x) tal que f = golx.
Proponemos como dicha funcién af : (X,<., ) - (W,x). Claramente f = folx. Falta ver
gue esta f es monotona. Sabemos que es compatible la funcion

f: Xa) > (Wx)
Por una proposicion anterior tenemos que es continua la funcién
f:(Xty) > (W,72)
Por lo tanto es monaotona la funcién
fr( X<, )-> (W)

Como (W,x) € Pros tenemos que (W,<,. ) = (W,x) por lo que podemos afirmar que es
monaotona la funcion



f: (X<, ) - (W)

Por ultimo falta ver que esta funcion es Unica. Supongamos que existe otra funcién g
con las mismas propiedades. Entonces g tiene el mismo dominio y codominio que fy
golx = folx = f. Entonces para todo x € X

g% = 9(1x(x) =f(Ix(X¥) =f(x)
Por lo tanto g tiene la misma regla de correspondencia que f. Por lo tanto f = g.g

Mediante ®ph denotaremos a la categoria cuyos objetos son parejas (X,A) en las
gue X es un conjunto y

A c {ee Pot(X) : #e =2}
Los &ph-objetos se llaman graficas . Sean (X,A) y (Y,B) unas graficasy f : X - Yuna

funcion cualesquiera; diremos que f : (X,A) - (Y,B) es un &ph-morfismo ssi para
cualesquiera Xxp,X1 € X se tiene que

[{Xo,Xx1} € A] = [{f(X0),f(x1)} € B]
Desde luego, para todo conjunto X,

Bph[X] = Pot({e € Pot(X) : #e = 2})
Para todo conjunto X definimos

Ix : &ph[X] - Fop[X]

A = TA

donde
Uerta:ie [(X1 € UA{Xo,X1} € A) = Xo € U]

Notese que para todo A € &ph[X] es 7a € EDTop[X].
También consideremos, para todo conjunto X,

Grx : Pros[X] - Gph[X]

< - Ac

donde
{Xo, X1} € A< 1o [(Xo # X1) A (Xo < X1 V X1 < Xo)]

Decimos que una gréfica (X,A) es una grafica de comparabilidad si A = Grx(<),
para algun <e Pos[X]. € denotara a la subcategoria de &ph de las graficas de
comparabilidad.

Proposiciéon Para todo conjunto Xy cualquier <e Pros[X] es (X,Grx(<)) € £.

Demostraciéon Definamos una relacion de equivalencia ~ en X que para
cualesquiera x,z € X, sea

X=2Z = X<ZAZ<X
En (X/ ~) podemos definir un preorden < como [x] < [z] si y sOlo si existen x € [X] y
z € [z] tales que x < z. Segun definimos la relacion de equivalencia ~, es facil ver que
(X' =),x) € Pos
Veamos que, para toda [x] € (X/ =), podemos dar un orden total a [x] que se acople al
preorden < de X, en el sentido de conservacion de la transitividad. Procedamos por



reduccion al absurdo suponiendo lo contrario, esto es, que existe [X] € (X/ ~) tal que
cualquiera que sea un orden total < para [x], siempre habré una flecha doble

usv Vv=u

gue al orientarla hace que se pierde la transitividad. Es decir, si u,v € [u] entonces
existen

ze[zl#[u] y yelyl=+I[u]
tales que
u<z<v y vsy<u

Pero esto quiere decir que en (X,<) tenemos un ciclo dirigido de logintud 4, por lo que
ambas diagonales deben ser flechas dobles. Entonces

([z] = lyD A([u] 2 [2] A [2Z] < [u])
lo cual contradice que ((X/ ~),x) € Pos. Por lo tanto toda flecha doble segun < se
puede orientar de modo que no se pierda la transitividad. Con esto hemos obtenido un
orden parcial o en X tal que
Grx(a) = Grx(<)
con lo que la proposicion queda demostrada.

Observacion 1x : (X,a) - (X,<) es monotona.

Para cualquier espacio topolégico (X,7) sean C(X,7) el conjunto de todos los
subconjuntos conexos de (X,7) y FC(X,7) el conjunto de subconjuntos conexos finitos.
Similarmente podemos definir C(X,A) el conjunto de todas las subgréficas conexas de
una gréfica (X,A) y FC(X,A) el conjunto de las subgraficas conexas finitas.

Se dice que un espacio topoldgico (X,7) y una gréafica (X,A) son compatibles si

C(X,7) = C(X,A)
Observacion Paratoda a € &ta[X], tenemos que en ¥(X,a) para toda x € X
X = {y e X: xay}
Teorema Sean, un conjunto Xy cualquier ¢ € Top[X]. Entonces
1. C(X,Grx(<: )) < C(X,1)

2. FC(X,Grx(=: )) = FC(X,1)
3. C(X,Grx(z: )) = C(X,1), sit € €DTop[X].

Demostracién 1. Sea H una subgrafica conexa de (X,Grx(<; )); hay que probar
gue H es un subconjunto conexo de (X,7). Sea A un conjunto abierto y cerrado a la vez
y sea x € A. Entonces {x} < Aya que la cerradura de x es el cerrado mas pequefio que
contiene a x. Sea z € H— A. Como A es abierto, su complemento es cerrado y
nuevamente tenemos que {z} < H - A. Ademas

Xni{z =9
Veamos que no existen flechas entre los conjuntos {x} y {z}. Supongamos que existe
una flecha (u,v) conu € {z} y v e {x}. Esto implicau < v < xy por lo tanto u € {z} N {x}>
lo cual es una contradiccion. Pero el hecho de que la afirmacion sea cierta contradice el
hecho de que H sea una subgrafica conexa de (X,Grx(<; )). Por lo tanto H es un



subconjunto conexo de (X, 7).
Demostraciéon 2. Por el inciso anterior solo falta demostrar que

FC(X,7) < FC(X,Grx(<; ))

Sea (H,7 |1 ) un subespacio conexo y finito de (X, 7). Claramente (H,Gru(<;|,, )) es
finita. Veamos que también es conexa procediendo por reduccién al absurdo. Entonces
existen al menos dos componentes conexas. Sin que se pierda generalidad podemos
suponer que hay exactamente dos componentes conexas Ay B. Como H es finita
podemos enumerar sus vertices. Sean X1, Xz, ..., X, l0S vértices que se quedan
contenidos en la componente Ay sean Xp.1,Xn:2, - - -, Xm l0S Vertices que se quedan
contenidos en la componente B. Puesto que cada componente es conexa podemos ver
a las componentes como la union de las cerraduras de sus vertices:

A=UTT B=U )
i=1 i=n+1
Como la union finita de cerrados es cerrada tenemos que entonces Ay B son cerrados;
y como uno es el complemento del otro en H también son abiertos y su interseccion es
vacia. Esto implica que (H,7 |n ) un subespacio disconexo de (X,7), lo cual es una
contradiccion.

Demostraciéon 3. En el inciso anterior utilizamos el hecho de que (H,z | ) fue
finito para ver que la unién de todas las cerraduras era cerrada. Puesto que (X,7) es de
Alexandroff, ahora podemos valernos de que en (X, 7) la union arbitraria de cerrados es
cerrada, para obtener el mismo resultado.n

Corolario Si un espacio topolégico (X, 7) tiene una grafica compatible G
entonces G = (X,Grx(<; )).

Corolario Todo espacio de Alexandroff tiene una gréfica de comparabilidad.

Teorema Si (X,A) es una grafica de comparabilidad, entonces existe

€ Tp[X] N €DFop[X]

con la que (X, ) resulta compatible a (X,A).

Demostracién  Si a cualquier orientacion transitiva (X,B) de (X,A) le agregamos
todos los bucles obtenemos un ‘Bos-objeto (X,<). Entonces (X,7<) es un espacio Tp Y,
por la primera proposicion, también es un espacio casi discreto. Por ultimo tenemos que
(X,7<) es compatible con (X,Grx(<; )) debido a 3 del teorema anterior.
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